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Η µέτρηση του εµβαδού επιπέδων σχηµάτων στις πρώτες σχολικές βαθµίδες 

έχει αποτελέσει το αντικείµενο πολλών ερευνών στο χώρο της µαθηµατικής παιδείας 

[πχ. Battista 1982, Nunes, κ.ά. 1993, Nitabach,κ.ά. 1996, Outhred, κ.ά. 1996, Kidman, 

κ.ά. 1997]  Στις έρευνες αυτές επιχειρείται να διερευνηθεί η φύση των προβληµάτων 

που ανακύπτουν κατά την διαδικασία της µέτρησης και να ανιχνευτούν οι αιτίες των 

δυσκολιών που αντιµετωπίζουν τα παιδιά. Συχνά εντοπίζεται µια ελλιπής κατανόηση 

των εννοιολογικών χαρακτηριστικών της µέτρησης επιφανειών, γεγονός που αποδίδεται 

στους τρόπους διδασκαλίας του γνωστικού αυτού αντικειµένου. 

Το ενδιαφέρον της έρευνας που θα παρουσιαστεί εδώ εστιάζεται στην σύνοψη 

της προβληµατικής που αναπτύχθηκε από τα ερευνητικά εγχειρήµατα στην µέτρηση 

επιφανειών επιπέδων σχηµάτων, καθώς και στην ανίχνευση διδακτικών προσεγγίσεων 

που θα µπορούσαν να συµβάλλουν σε µια πληρέστερη κατανόηση της διαδικασίας της 

µέτρησης και µια αποτελεσµατικότερη αντιµετώπιση των σχετικών προβληµάτων.   

  

 

1. ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
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Πολλές από τις παιδαγωγικές προσεγγίσεις και τεχνικές που απαντώνται σήµερα 

στη διδασκαλία των µαθηµατικών είναι αποτέλεσµα µιας µακροχρόνιας εµπειρίας, 

ενσωµατώνουν µια πλούσια ιστορική πορεία και µεταφέρουν διάφορες πολιτισµικές 

επιρροές. Μάλιστα, προσεγγίσεις της διδακτικής των µαθηµατικών που εµφορούνται 

από µια κοινωνική και πολιτισµική προοπτική ισχυρίζονται ότι η οικειοποίηση των 

ιδιαίτερων µαθηµατικών εννοιών από τα παιδιά, µπορεί να αποδοθεί στην εµπλοκή τους 

σε οργανωµένες πολιτισµικές δραστηριότητες, στις οποίες τα πολιτισµικά εργαλεία 

παίζουν ένα σηµαντικό ρόλο [Bishop 1983, Vygotsky 1978, Βυγκότσκυ 1988, Cobb 

1989, Nunes 1992, Nunes, κ.ά. 1993]. 

Η διδασκαλία των Μαθηµατικών και ιδιαίτερα της Γεωµετρίας, εµπλέκει µια 

σειρά αναπαραστάσεων που επηρεάζουν τη διαµόρφωση των διαισθητικών αντιλήψεων 

που χρησιµοποιούν τα παιδιά της πρώιµης κύρια ηλικίας. Οι αναπαραστάσεις αυτές 

λειτουργούν διαµεσολαβητικά και συνεισφέρουν στην πραγµάτευση του µαθηµατικού 

νοήµατος και συνεπώς στην ιδιαίτερη οικοδόµηση της µαθηµατικής γνώσης. Στο 

πλαίσιο αυτής της προσέγγισης προτείνεται και η αξιοποίηση της ιστορικής προοπτικής 

κατά την διδασκαλία των µαθηµατικών εννοιών.  

 

 

1.1. H διδακτική συνεισφορά της ιστορικής προσέγγισης 

Μια βασική αρχή της προσέγγισης που εµφορείται από την ιστορική προοπτική 

στην διδασκαλία των µαθηµατικών εννοιών είναι ο ισχυρισµός «πως η σηµασία µιας 

έννοιας δεν καθορίζεται ολοκληρωτικά από τον σηµερινό της ορισµό, αλλά είναι 

συνισταµένη της ιστορίας της στο παρελθόν όσο και σήµερα...» και ότι «...η γνώση της 

ιστορίας των εννοιών είναι πολύ χρήσιµη στις έρευνες για την διάγνωση των 

δυσκολιών των µαθητών» [Sierpinska 1991, σ.13]. Σύµφωνα µε την προσέγγιση αυτή 

στην διαδικασία οικειοποίησης µιας µαθηµατικής έννοιας οφείλουµε να 

χρησιµοποιούµε την ιστορία της έννοιας αυτής. Η ιστορική προοπτική στη διδασκαλία 

των µαθηµατικών διευκολύνει στην κατανόηση της σηµασίας και του νοήµατος των 

µαθηµατικών εννοιών και ειδικότερα της Γεωµετρίας µε την οποία θα ασχοληθούµε 

εδώ, ενώ παράλληλα εντάσσει την ανάπτυξη της µαθηµατικής επιστήµης σε ένα 

ιστορικό και κοινωνικό πλαίσιο [Barbin 1989, σ. 2]. 
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Η γεωµετρία πριν εξελιχθεί σε µια θεωρητική λογική κατασκευή, αποτελούσε 

ένα ανθρώπινο εργαλείο που όριζε τις σχέσεις του ανθρώπου µε τον χώρο και το 

περιβάλλον του. Ξεκίνησε ως µια προσπάθεια µέτρησης µεγεθών: του µήκους, της 

επιφάνειας, κλπ. και αναπτύχθηκε σε ένα αυτόνοµο επιστηµονικό αντικείµενο διακριτό 

από την ανάπτυξη των αλγεβρικών µεθόδων. Όµως η σηµερινή εξέλιξη των 

µαθηµατικών έχει οδηγήσει στην εντύπωση ότι στα µαθηµατικά είναι «όλα άλγεβρα» 

[Fowler 1987, σ. 9]. Η άποψη αυτή είναι το φυσικό αποτέλεσµα µιας 

«αριθµητικοποίησης» [Fowler 1987, σ. 8] που υφίσταται η επιστήµη των µαθηµατικών 

εδώ και πάνω από τρεις εκατοντάδες χρόνια. Αυτή η τάση της αριθµητικοποίησης 

διεισδύει σε όλους τους κλάδους των µαθηµατικών. Στην Γεωµετρία για παράδειγµα, 

«οι ευθείες αντιµετωπίζονται ως ‘µήκος’, το ‘εµβαδόν’ ενός ορθογωνίου είναι το 

αποτέλεσµα του γινοµένου των µηκών της βάσης και του ύψους και αυτή η αντίληψη 

επεκτείνεται στο εµβαδόν των περισσότερων δισδιάστατων σχηµάτων» [Fowler 1987, 

σ. 8-9]2. Όµως, «τα Ελληνικά Μαθηµατικά, µέχρι τον 2ο πχ. αιώνα, είναι σε µεγάλο 

βαθµό διαφορετικά» και «φαίνονται να είναι απολύτως µη-αριθµητικοποιηµένα» 

[Fowler 1987, σ. 10]. 

 

1.2 Η «επίθεση» ως µέθοδος µέτρησης επιφανειών 

Όπως αναφέρθηκε και προηγούµενα, αφετηριακός παράγοντας για την 

δηµιουργία και την ανάπτυξη της Γεωµετρίας είναι η διαδικασία της µέτρησης. Η 

µέτρηση  προϋποθέτει την σύγκριση µεγεθών, γεγονός που µας οδηγεί στον 

προσδιορισµό της ισότητάς τους. Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία η ισότητα των µεγεθών 

θα επιτευχθεί µε την αρχή της επίθεσης (από το επι-θέτω). Η αρχή της «επίθεσης» είναι 

µια γενική αποδεικτική αρχή της Ευκλείδειας Γεωµετρίας προκειµένου να διαπιστωθεί 

η ισότητα δύο µεγεθών. Σύµφωνα µε την αρχή της επίθεσης σαν ίσα θα οριστούν δύο 

µεγέθη που, επιθέτοντας το ένα στο άλλο, διαπιστώνουµε την ισότητά τους [Bkouche 

1992, σ. 80-81]. Η µέθοδος της «επίθεσης» µπορεί να χρησιµοποιηθεί διασταλτικά και 

                                                           
2 Ο τρόπος µε τον οποίο εισάγεται η έννοια του εµβαδού στα βιβλία των µαθηµατικών 

της Πρωτοβάθµιας Εκπαίδευσης  δείχνει την επιρροή ενός αλγεβρικού-συµβολικού 

τρόπου σκέψης [ Αποστολίκας, Γ. κ.ά., 1996]. 
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στον προσδιορισµό της ισότητας δύο επιφανειών, αφού ο λογισµός που αναπτύχθηκε 

πάνω στα εµβαδά δεν σχετιζόταν µε τις σύγχρονες αλγεβρικές υπολογιστικές µεθόδους, 

αλλά µε «ποιοτικές» προσεγγίσεις που προσιδιάζουν στην διαδικασία της «επίθεσης». 

Στις προσεγγίσεις αυτές περιλαµβάνεται και η διαδικασία της επικάλυψης της 

µετρούµενης επιφάνειας µε επιφάνειες που επιλέγονται ως µονάδες µέτρησης [Battista 

1982, Nunes, κ.ά. 1993, Nitabach,κ.ά. 1996]. Επιπλέον, ποιοτικούς τρόπους σύγκρισης 

επιφανειών θα συναντήσουµε και στον Ευκλείδη όπου «όταν ήθελε να δείξει ότι δύο 

σχήµατα έχουν ίσα εµβαδά, απόδειχνε ότι το ένα απ' αυτά µπορεί να χωριστεί σε µέρη 

τέτοια ώστε, αν κατάλληλα αναπροσαρµοστούν, να παράγουν το άλλο σχήµα» [Βunt, κ.ά. 

1981, σ. 205]. 

Η «επίθεση», ενώ για τις µικρότερες σχολικές ηλικίες έχει ένα άµεσο χαρακτήρα και 

παραπέµπει  στα «µοντέλα δράσης» που συναντούµε στο χώρο της διδακτικής των 

µαθηµατικών [Brousseau 1991], για τις µεγαλύτερες ηλικίες η δράση αυτή είναι µια 

νοητική διεργασία κατά την οποία διερευνώνται οι όροι και οι συνθήκες για την 

σύγκριση των επιφανειών. 

Στη µέτρηση επιφανειών θα τονιστεί η αποτελεσµατικότητα προσεγγίσεων που 

χρησιµοποιούν ως µονάδες µέτρησης επιφάνειες, όπως για παράδειγµα συµβαίνει µε 

τον τετραγωνισµό και την επικάλυψη των µετρούµενων επιφανειών µε τετραγωνικές 

µονάδες. Επιπρόσθετα, επισηµαίνεται ότι η διαδικασία της ανάλυσης και 

ανακατασκευής µιας επιφάνειας ή/και η επικάλυψή της µπορεί να συνεισφέρει σε µία 

λειτουργική κατανόηση της µέτρησής της. Παρόµοια, σε άλλες έρευνες [πχ. Battista 

1982, Nunes, κ.ά. 1993, Nitabach,κ.ά. 1996, Outhred, κ.ά. 1996, Kidman, κ.ά. 1997] θα 

συναντήσουµε µια διαφοροποίηση από παραδοσιακές προσεγγίσεις που βασίζονται 

στον αλγόριθµο Εµβαδόν=µήκοςΧπλάτος (ή Ε=βάσηΧύψος). Βασικός ισχυρισµός των 

ερευνών αυτών είναι ότι η διαδικασία µέτρησης µπορεί να γίνει αποτελεσµατικότερη 

όταν υπάρχει αντιστοιχία µεταξύ της διάστασης του εργαλείου µέτρησης και της 

διάστασης της µετρούµενης επιφάνειας. Στις παραπάνω έρευνες δίνεται ιδιαίτερη 

έµφαση στο γεγονός της διαφοράς µεταξύ της διαδικασίας µέτρησης του µήκους και του 

εµβαδού. Επισηµαίνεται, δηλαδή, ότι ενώ το µήκος µετράται άµεσα, το εµβαδόν 

υπολογίζεται έµµεσα µε την χρήση επιµηκών µεγεθών που εισάγονται στον τύπο του 

εµβαδού. Στον έµµεσο αυτό τρόπο προσδιορισµού του εµβαδού αποδίδονται τα 

προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση του. Γι’ αυτό 
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προτείνονται ως µονάδες µέτρησης επιφανειών δισδιάστατες µονάδες (πχ. τετράγωνα, 

ορθογώνια, κλπ). Υπογραµµίζεται, τέλος, ότι ο σχεδιασµός της έρευνας και οι συνθήκες 

εκτέλεσής της επηρεάζουν τις στρατηγικές που επιλέγονται για την αντιµετώπιση των 

προβληµάτων [Nunes, κ.ά. 1993]. 

Στην έρευνά µας θα ασχοληθούµε µε την µέτρηση του εµβαδού επιπέδων 

σχηµάτων από µαθητές και µαθήτριες της ∆’ τάξης του ∆ηµοτικού. Επιλέξαµε έναν 

«ποιοτικό» τρόπο προσέγγισης της έννοιας της µέτρησης του εµβαδού που σχετίζεται 

µε το θεωρητικό πλαίσιο που αναπτύξαµε ανωτέρω. Αναλυτικότερα, υποβάλλουµε τα 

υποκείµενα της έρευνάς µας σε µια διδασκαλία για τη µέτρηση επιφανειών που 

προβάλλει τα εννοιολογικά χαρακτηριστικά της διαδικασίας της µέτρησης. Η 

διαδικασία της «επίθεσης», η ανάλυση και ανασύνθεση των επιφανειών και τα εργαλεία 

µέτρησης που προτείνουµε συνεισφέρουν στη κατεύθυνση αυτή.    

Στην υπόθεσή µας ισχυριζόµαστε ότι: 

- Oι µαθητές/τριες της ∆’ τάξης του ∆ηµοτικού που αποτελούν το δείγµα της έρευνάς 

µας µπορούν να ανταποκριθούν σε προβλήµατα υπολογισµού του εµβαδού ακόµη 

και σε περιπτώσεις σύνθετων σχηµάτων που δεν ανήκουν στα προτεινόµενα από το 

αναλυτικό πρόγραµµα. 

- Η διδασκαλία στην οποία υποβάλλονται τα υποκείµενα του δείγµατός µας, όπως 

επίσης και  τα «εργαλεία» µέτρησης που τους παρέχονται, συντελούν στην επιλογή 

στρατηγικών αντιµετώπισης των προβληµάτων που περιλαµβάνουν την επίθεση, 

τον τετραγωνισµό των επιφανειών και την απαρίθµηση. 

 

 

2. H ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

 

2.1 Το δείγµα της έρευνας 

Το δείγµα της έρευνας συγκροτήθηκε από τους µαθητές και τις µαθήτριες ενός 

τµήµατος της ∆' ∆ηµοτικού ενός δηµόσιου σχολείου του Περάµατος Αττικής. Από τα 

26 παιδιά του τµήµατος περιλάβαµε στο δείγµα µας µόνο τα 21, όσα παρευρισκόταν 

στο τµήµα την ηµέρα που παρουσιάσαµε µια διδασκαλία πάνω στην έννοια της 

σύγκρισης και µέτρησης επιφανειών. Στην ∆' ∆ηµοτικού εισάγεται για πρώτη φορά ο 

υπολογισµός του εµβαδού του ορθογωνίου. 
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2.2 Η διδασκαλία  

Τα υποκείµενα τη έρευνάς µας υποβάλλονται σε ιδιαίτερη διδασκαλία βάσει ενός 

υποδείγµατος που δίνεται στη διδάσκουσα της τάξης. Με το σχέδιο µαθήµατος που 

προτείνουµε προσπαθούµε να τονίσουµε τα εννοιολογικά χαρακτηριστικά της µέτρησης 

του εµβαδού. Συγκεκριµένα τονίζεται: 

i. Η  ευκλείδεια µέθοδος σύγκρισης επιφανειών. Επισηµαίνεται ότι όταν ο Ευκλείδης 

ήθελε να δείξει ότι δύο σχήµατα έχουν ίσα εµβαδά, απόδειχνε ότι το ένα απ' αυτά 

µπορεί να χωριστεί σε µέρη τέτοια ώστε, αν κατάλληλα ανασυντεθούν, να 

δηµιουργήσουν το άλλο σχήµα. 

ii. Η  αρχή της «επίθεσης» . H ευκλείδεια Γεωµετρία χρησιµοποιεί ως µια γενική 

αποδεικτική µέθοδο την αρχή της «επίθεσης». Σύµφωνα µε την αρχή αυτή η 

σύγκριση δύο µεγεθών θα επιτευχθεί επιθέτοντας το ένα πάνω στο άλλο. Εδώ 

χρησιµοποιούµε µια διασταλτική ερµηνεία της έννοιας της «επίθεσης» που 

εµπεριέχει και την µέτρηση/επικάλυψη επιφανειών.  

iii. Η σχέση εµβαδού-περιµέτρου. Παρατηρείται, αρκετά συχνά, µια σύγχυση µεταξύ 

των σχέσεων εµβαδού και περιµέτρου. ∆ηµιουργείται η εντύπωση µιας σχέσης 

µονοτονίας στην αλλαγή αυτών των δύο µεγεθών: ∆ηλαδή, µικρότερη περίµετρος 

 µικρότερο εµβαδόν ή µεγαλύτερη περίµετρος  µεγαλύτερο εµβαδόν ή τέλος, 

ίσες περίµετροι  ίσα εµβαδά. 

Για όλα τα παραπάνω θέµατα προτείνονται αντίστοιχες δραστηριότητες (βλέπε στο 

παράρτηµα ΙΙ) που υλοποιούνται στην διάρκεια της «διδασκαλίας» ώστε να 

εξοικειωθούν οι µαθητές/τριες µε τα θέµατα αυτά.  

Η διδασκαλία έχει διάρκεια περίπου δύο διδακτικών ωρών (45’+45’) και αποτελεί µια 

εισαγωγή στην έννοια του εµβαδού και της µέτρησής του.  

 

2.3. Η διαδικασία συλλογής των εµπειρικών δεδοµένων 

∆ύο εβδοµάδες µετά την ολοκλήρωση της διδασκαλίας της ενότητας της 

µέτρησης επιφανειών, τα υποκείµενα συµµετέχουν σε µια ηµι-δοµηµένη ατοµική 

συνέντευξη, όπου καλούνται να απαντήσουν σε έργα που σχετίζονται µε συγκρίσεις και 

µετρήσεις επιφανειών, καθώς και τις σχέσεις περιµέτρου-εµβαδού, διαφορετικά από 

αυτά που χρησιµοποιήθηκαν στη διδασκαλία (βλέπε στο παράρτηµα Ι). Η συνέντευξη 

6 



εµπεριέχει και στοιχεία «διδασκαλίας» [Beck, κ.ά. 1992-93]. Η παρουσίαση, δηλαδή, 

κάθε νέου έργου θα γίνει αφού απαντηθεί το προηγούµενο, είτε από τον µαθητή/την 

µαθήτρια, είτε µε την βοήθεια του ερευνητή. Οι µαθητές/τριες καλούνται να 

απαντήσουν στα ερωτήµατα του φύλλου εργασίας που τους προτείνουµε (παράρτηµα 

Ι). Εκτός από τις γραπτές απαντήσεις των µαθητών/τριων που καταγράφονται στο 

φύλλο εργασίας, οι συνεντεύξεις µαγνητοφωνούνται για περαιτέρω διερεύνηση. 

 

 

3. ΤΑ ΕΜΠΕΙΡΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΚΑΙ Η ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΟΥΣ  

 

1ο έργο. Ορισµός της περιµέτρου και του εµβαδού 

Εδώ προσπαθούµε να διερευνήσουµε αν τα υποκείµενα γνωρίζουν τις έννοιες 

της περιµέτρου και του εµβαδού ενός επιπέδου σχήµατος. Σκοπός µας είναι να γίνουν 

κατανοητές οι παραπάνω έννοιες, ώστε να συνεχίσουµε απρόσκοπτα στα επόµενα έργα. 

Γι’ αυτό ζητείται από τους µαθητές και τις µαθήτριες να δώσουν περιγραφικούς 

ορισµούς των εννοιών της περιµέτρου και του εµβαδού. Συγκεκριµένα τους ζητείται να 

δείξουν ή να ζωγραφίσουν την περίµετρο και το εµβαδόν του σχήµατος 1 του 

παραρτήµατος Ι. Η ορολογία που χρησιµοποιείται συνήθως από τους µαθητές για την 

έκφραση της περιµέτρου είναι το «γύρο – γύρο» και για το εµβαδόν το «µέσα». Οι ίδιες 

εκφράσεις χρησιµοποιούνται και από τον ερευνητή ως εναλλακτικές της επίσηµης 

µαθηµατικής ορολογίας όταν κρίνεται ότι οι έννοιες αυτές δεν είναι κατανοητές από τα 

παιδιά. Τα ποσοτικά δεδοµένα από τις απαντήσεις των παιδιών στο έργο αυτό 

καταγράφονται στο πίνακα 1. 

 

 

Πίνακας 1. Οι επιτυχίες στον προσδιορισµό της περιµέτρου και του εµβαδού 

 Επιτυχία Αποτυχία 

Περίµετρος 17 4 

Εµβαδόν 16 5 

 

Αφού εξηγήσουµε στους µαθητές και µαθήτριες που απέτυχαν τις έννοιες της 

περιµέτρου και του εµβαδού συνεχίζουµε στο επόµενο έργο. 
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2ο έργο. Σύγκριση των επιφανειών σχηµάτων. 

Η σύγκριση των επιφανειών θα γίνει µε την χρήση του «αξιώµατος της 

προσθετικότητας» (additivity axiom) [Wagman, 1975] που παραπέµπει στην ευκλείδεια 

αρχή της ανάλυσης και της ανασύνθεσης των συγκρινόµενων επιφανειών µε τρόπο που 

να είναι δυνατή η σύγκρισή τους. Τα έργα αυτά έχουν ως σκοπό να διερευνηθεί ο 

βαθµός οικειοποίησης από τα παιδιά µιας βασικής αρχής της µέτρησης, σύµφωνα µε 

την οποία, µια ποσότητα µένει αµετάβλητη στην διαδικασία της ανάλυσής της και της 

ανασύνθεσής της. ∆ηλαδή, αν η πολυγωνική επιφάνεια Ε χωριστεί σε πεπερασµένο 

αριθµό επιφανειών Ε1, Ε2,...Εν, τότε, Ε1+Ε2+...+Εν = Ε.   

Η δυνατότητα χρήσης του προσθετικού αξιώµατος θα διερευνηθεί στα σχήµατα 2 και 3 

του παραρτήµατος Ι. Τα σχήµατα παρουσιάζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

υποδεικνύεται η δυνατότητα της ανάλυσης και της ανασύνθεσής τους. Στους/στις 

µαθητές/τριες που δυσκολεύονται να απαντήσουν µόνο από την απλή παρατήρηση των 

σχηµάτων, δίνονται κάρτες µε τα σχήµατα που συνθέτουν τις επιφάνειες. 

Τα ποσοτικά δεδοµένα από τις απαντήσεις των µαθητών/τριών καταγράφονται στον 

πίνακα 2. 

 

Πίνακας 2. Οι επιτυχίες και αποτυχίες στα σχήµατα 2 και 3 του παραρτήµατος 

 Επιτυχία Αποτυχία 

Σχήµα 2 16 5 

Σχήµα 3 17 4 

 

 Η συνήθης στρατηγική που αναπτύσσεται εδώ είναι η σύγκριση των τµηµάτων που 

συνθέτουν τα δύο σχήµατα ή ο (νοητός) µετασχηµατισµός της µιας ώστε να παραχθεί η 

άλλη. Στην περίπτωση των χάρτινων καρτών η συνήθης πρακτική είναι η ανάλυση και 

ανασύνθεση της µιας εκ των  δύο επιφανειών ώστε να παραχθεί η άλλη. Σε ορισµένες 

πάλι περιπτώσεις τα παιδιά λειτουργούν µε αισθητηριακές αντιλήψεις που βασίζονται 

όµως σε ένα νοητικό συντονισµό των δύο διαστάσεων των σχηµάτων. Όπως στην 

περίπτωση µιας µαθήτριας που ισχυρίζεται ότι τα σχήµατα 2 έχουν το ίδιο εµβαδόν: 

Υ(υποκείµενο): «Γιατί αυτό (το Β) είναι πιο κοντό και πιο µακρύ, κι αυτό (το Α) 

είναι πιο ψηλό και χοντρό». 
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Στην συνέχεια δίνεται το σχήµα Α σε καρτελάκια. 

Ε(Ερευνητής): «Να αυτό είναι το πρώτο σχήµα. Μπορείς από αυτό να φτιάξεις 

το δεύτερο;» 

Η µαθήτρια αναλύει σε µέρη την επιφάνεια Α και µετά από σύντοµες δοκιµές φτιάχνει 

την Β. Για τα σχήµατα 3 η ίδια µαθήτρια ισχυρίζεται ότι έχουν επίσης ισοδύναµες 

επιφάνειες, γιατί, 

  «αυτό (το Β) είναι ψηλό και λεπτό και αυτό (το Α) είναι κοντό και λεπτό». 

Περνάµε ξανά στις καρτέλες και δίνουµε το σχήµα Α. 

Ε: «Μπορούµε από το σχήµα αυτό (το Α) να φτιάξουµε το άλλο (το Β);» 

Υ: «Ναι». 

Η µαθήτρια χειρίζεται µε ευκολία τον µετασχηµατισµό της επιφάνειας Α στην Β. 

Ένα άλλο υποκείµενο ισχυρίζεται ότι οι δύο επιφάνειες του σχήµατος 2 είναι 

ισοδύναµες, 

«Γιατί αυτό δεν είναι πάνω έχει φύγει από πάνω και είναι στο πλάι (σχ. 1)». 

 

Σχήµα 1 

 

Για τις επιφάνειες 3 το ίδιο υποκείµενο διαπιστώνει ότι  

Υ: «Είναι ίσες γιατί αυτό (το τρίγωνο) έφυγε και έχει πάει πάνω (σχ. 2)». 

 

 

 

Σχήµα 2 
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Σχήµα 2 

 

Τα λάθη στην σωστή σύγκριση υποδεικνύουν µια δυσκολία συντονισµού στην 

παρατήρηση των δύο διαστάσεων των σχηµάτων, γεγονός που παραπέµπει στα 

προβλήµατα διατήρησης που συναντούµε σε πειράµατα του Piaget. Τα υποκείµενα 

επικεντρώνουν την προσοχή τους σε µια µόνο διάσταση του σχήµατος. Έτσι, ένας 

µαθητής θα δηλώσει για τα σχήµατα 2 πως το Α έχει µεγαλύτερη επιφάνεια γιατί είναι 

«ψηλότερο», ενώ το Β «µικρότερο» και για τους ίδιους λόγους η Β είναι µεγαλύτερη 

στα σχήµατα 3. 

 

3ο έργο. Η κατασκευή ενός εργαλείου µέτρησης επιφανειών   

Σκοπός µας εδώ είναι να ελέγξουµε την επίδραση που θα έχουν τα εργαλεία 

µέτρησης που διαθέτουν τα παιδιά, στις στρατηγικές που θα επιλέξουν για να 

αντιµετωπίσουν το κάθε πρόβληµα, καθώς και την αποτελεσµατικότητα των εργαλείων 

αυτών. 

Συγκεκριµένα ζητείται να υπολογιστεί:  

- Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου διαστάσεων 4cmΧ6cm (σχ. 4 του παραρτήµατος Ι). 

- Το εµβαδόν ενός µη κανονικού γεωµετρικού σχήµατος (σχ. 5 του παραρτήµατος Ι). 

Το σχήµα αυτό το επιλέξαµε για να διαπιστώσουµε τις στρατηγικές που 

αναπτύσσουν οι µαθητές όταν αντιµετωπίζουν σχήµατα που δεν προσφέρονται για 

µια άµεση εφαρµογή του τύπου Ε=βάσηΧύψος, καθώς και την αποτελεσµατικότητα 

των στρατηγικών που επιλέγονται. 

- Το εµβαδόν ενός τραπεζίου (σχ. 6 του παραρτήµατος Ι). Οι µαθητές/τριες της τάξης 

αυτής δεν έχουν διδαχθεί τρόπους υπολογισµού του εµβαδού τραπεζίου. Έτσι 

ενδιαφερόµαστε για την δυνατότητα επινόησης εναλλακτικών τρόπων προσέγγισης 

που απορρέουν από την διδασκαλία και την χρήση των εργαλείων. 
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Τα εργαλεία µέτρησης των µαθητών/τριών: 

Ως εργαλεία µέτρησης των επιφανειών δίνονται: 

- Η τετραγωνική µονάδα πλευράς 1cm που βρίσκεται σχεδιασµένη στο φύλλο 

εργασίας και τα παιδιά καλούνται να χρησιµοποιήσουν. 

- Ένας χάρακας χωρίς υποδιαιρέσεις (κανόνας) για να διευκολύνει στην χάραξη 

ευθειών. 

- Ένα τετραγωνικό χαρτονάκι πλευράς 1cm για τις περιπτώσεις που διαπιστώνεται 

δυσκολία στην «µεταφορά» της σχεδιασµένης τετραγωνικής µονάδας πάνω στην 

µετρούµενη επιφάνεια. 

Οι µαθητές σηµειώνουν µε µολύβι, ώστε να έχουν την δυνατότητα της διόρθωσης.  

Οι επιτυχίες των µαθητών στο 3ο έργο καταγράφονται στον πίνακα 3. Eπιτυχείς 

δεν θεωρούνται µόνο οι προσπάθειες που δίνουν ένα ακριβές αριθµητικό αποτέλεσµα, 

αλλά και οι περιπτώσεις που τα εργαλεία µέτρησης οδηγούν σε µια σωστή, από τη 

άποψη της διαδικασίας, µέθοδο µέτρησης.  

  

Πίνακας 3. Επιτυχίες στα σχήµατα 4, 5 και 6 

 Επιτυχία Αποτυχία 

Σχήµα 4 15 6 

Σχήµα 5 16 5 

Σχήµα 6 14 7 

 

 

 Στην συνέχεια επιχειρούµε µια ποιοτική ανάλυση των στρατηγικών των 

µαθητών/τριών. Η ανάλυση αναφέρεται τόσο στους τρόπους χρήσης των εργαλείων 

µέτρησης που έχουν στην διάθεσή τους οι µαθητές/τριες, όσο και στις µεθόδους 

µέτρησης που επιλέγονται για κάθε σχήµα (σχήµατα 4, 5 και 6 του παραρτήµατος Ι). 

 

Σχήµα 4 

Η κατασκευή ενός εργαλείου µέτρησης µήκους. 
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Η δυσκολία στην µέτρηση των πλευρών του ορθογωνίου και στην αναπαραγωγή 

της µοναδιαίας επιφάνειας οδηγούν αρκετά υποκείµενα (δώδεκα µαθητές/τριες) στην 

κατασκευή ενός µέτρου µέτρησης µηκών. 

i. Η χρήση του χάρακα. ∆ώδεκα µαθητές αφού τοποθετήσουν τον κανόνα κατά µήκος 

της πλευράς της τετραγωνικής µονάδας σηµειώνουν µε το µολύβι τους πάνω στον 

κανόνα το 1 cm. Tο µήκος αυτό το αναπαράγουν κατά µήκος δύο διαδοχικών πλευρών. 

Ειδικότερα δύο υποκείµενα κατασκευάζουν ένα πληρέστερο µέτρο µέτρησης, 

σηµειώνοντας πάνω στον κανόνα ενδείξεις που αντιστοιχούν στους αριθµούς 1,2,3, 

κλπ. 

ii. Η χρήση του τετραγωνικού προτύπου. Εδώ χρησιµοποιείται η µία πλευρά της 

τετραγωνικής µοναδιαίας κάρτας ως µονάδα µήκους και σηµειώνονται οι ενδείξεις του 

ενός εκατοστού σε δύο διαδοχικές πλευρές του σχήµατος (τρεις µαθητές/τριες). 

  

Οι στρατηγικές µέτρησης των επιφανειών 

i. Η χρήση της επίθεσης. Στην κατηγορία αυτή εντάξαµε τους µαθητές και µαθήτριες 

που χρησιµοποιούν τον κανόνα µε την σηµειωµένη απ' αυτούς/αυτές ένδειξη του 1cm 

µόνο για την αναπαραγωγή στην επιφάνεια της τετραγωνικής µονάδας, καθώς και 

αυτούς/αυτές που αναπαράγουν την τετραγωνική µονάδα µε το καρτελάκι. Πρόκειται 

εδώ για µια διαδικασία οικοδόµησης της µοναδιαίας επιφάνειας. Η οικοδόµηση των 

µοναδιαίων οντοτήτων και ο συντονισµός των µονάδων µέτρησης είναι µια νοητική 

διαδικασία τεµαχισµού της εµπειρικής πραγµατικότητας κατά την οποία αποµονώνεται 

ένα χαρακτηριστικό, ενώ την ίδια στιγµή το χαρακτηριστικό αυτό εντάσσεται σε µια 

ολιστική προοπτική. Η διαδικασία αυτή αποτελεί την βάση της παιδικής έλλογης 

δραστηριότητας στο θέµα της οικοδόµησης της έννοιας του εµβαδού [Wheatley, κ.ά. 

1996, Reynolds, κ.ά. 1996]. H στρατηγική της επίθεσης παίρνει διάφορες µορφές:  

Περιλαµβάνει την χρήση του τετραγωνικού προτύπου ή του κανόνα µε την σηµειωµένη 

ένδειξη του ενός εκατοστού για τον τετραγωνισµό της επιφάνειας και στην συνέχεια 

την απαρίθµηση των τετραγώνων (επτά µαθητές/τριες). Για παράδειγµα µια µαθήτρια 

προσπαθεί µε τον κανόνα να τετραγωνίσει την επιφάνεια. Υπογραµµίζουµε στα 

υποκείµενα πως τα τετραγωνάκια πρέπει να έχουν τις διαστάσεις του τετραγωνικού 

εκατοστού. 

Υ: «Τι να κάνω; Να βάλω σηµάδι στο χάρακα πάνω;» 
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Ε: «Είναι µια καλή ιδέα!» 

Σηµειώνει την πλευρά της τετραγωνικής µονάδας στον χάρακα. Στην συνέχεια 

σηµειώνει κατά µήκος των δύο καθέτων πλευρών και τετραγωνίζει (όχι µε µεγάλη 

ακρίβεια) την επιφάνεια. 

Ε: «Πόσα τετραγωνάκια χωράνε;» 

Υ: «Είκοσι». 

Ε: «∆ηλαδή, πόσο είναι το εµβαδόν αυτού του σχήµατος;» 

Υ: «Είκοσι τετραγωνάκια, τετραγωνικά εκατοστά». 

Μερικές φορές η επίθεση είναι µια νοητική διαδικασία, όπως στην περίπτωση της 

χρήσης της µοναδιαίας κάρτας ως µονάδας µήκους για την χάραξη των δύο διαδοχικών 

πλευρών του ορθογωνίου και στην συνέχεια την απαρίθµηση των τεσσάρων νοητών 

γραµµών που η καθεµιά τους περιέχει από µια εξάδα (ένας µαθητής).  

ii. Χρήση του τύπου. Εδώ εντάξαµε όσους/όσες καταφεύγουν στον τύπο για την µέτρηση 

της επιφάνειας του σχήµατος 4. Τα εργαλεία που χρησιµοποιούνται από τους µαθητές 

και τις µαθήτριες για την µέτρηση των πλευρών του σχήµατος είναι: 

- Το τετραγωνικό πρότυπο που εδώ χρησιµοποιείται ως µονάδα µήκους για την 

σηµείωση του µήκους δύο διαδοχικών πλευρών του ορθογωνίου (δύο µαθητές). 

- Ο βαθµολογηµένος µε την βοήθεια του τετραγωνικού προτύπου κανόνας (πέντε 

µαθητές). 

Για παράδειγµα ένας µαθητής για την εύρεση του εµβαδού του σχήµατος προτείνει: 

Υ: «Να πολλαπλασιάσουµε το µήκος µε το πλάτος». 

Ε: «Σύµφωνοι, αλλά πόσο είναι το µήκος και πόσο το πλάτος;» 

Μετά από λίγη σκέψη τοποθετεί τον κανόνα στην πλευρά του τετραγώνου και 

σηµειώνει ενδείξεις που αντιστοιχούν στους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5 και 6. Σηµειώνει τις 

δύο διαδοχικές πλευρές του ορθογωνίου και πολλαπλασιάζει 4Χ6=24. 

iii. Μικτές στρατηγικές. Πρόκειται για µια µικτή µέθοδο που περιλαµβάνει την 

επικάλυψη του ορθογωνίου κατά µήκος δύο διαδοχικών πλευρών µε τετραγωνικές 

µονάδες και στην συνέχεια την εφαρµογή του τύπου Ε=µήκοςΧπλάτος. Μια µαθήτρια 

που χρησιµοποιεί την στρατηγική αυτή, αφού τετραγωνίσει την επιφάνεια µε την χρήση 

του τετραγωνικού προτύπου, στην συνέχεια βρίσκει εµβαδόν 4Χ5=20 τ. εκατοστά γιατί 

δεν υπολογίζει στην οριζόντια καταµέτρηση των τετραγώνων το γωνιακό τετράγωνο 
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(σχ. 3). Σηµειώνουµε ότι το σφάλµα αυτό έχει εντοπιστεί ακόµη και σε ενήλικες 

φοιτητές παιδαγωγικών τµηµάτων (Simon, 1995). 

 

Σχήµα 3 

 

Σχήµατα 5 και 6 

i. Οι στρατηγικές της επιτυχίας. Οι µαθητές/τριες που επιτυγχάνουν στην µέτρηση των 

επιφανειών των σχηµάτων 5 και 6 του παραρτήµατος Ι είναι τα υποκείµενα που 

τετραγωνίζουν την επιφάνεια του σχήµατος και απαριθµούν τα τετραγωνικά εκατοστά 

που σχηµατίζονται. Σε δύο µάλιστα περιπτώσεις ο τετραγωνισµός της επιφάνειας του 

σχήµατος 5 είναι νοητός και τα υποκείµενα απαριθµούν νοητά τετράγωνα. 

ii. Οι στρατηγικές της αποτυχίας. Οι µαθητές/τριες που αποτυγχάνουν προσφεύγουν 

κύρια στη χρήση του τύπου που µας δίνει το εµβαδόν του ορθογωνίου. Τα υποκείµενα 

αυτά επηρεασµένα από τη χρήση του τύπου Ε=µήκοςΧπλάτος, προσπαθούν να τον 

χρησιµοποιήσουν, ακόµη και στις περιπτώσεις που είναι εµφανείς οι δυσκολίες για ένα 

τέτοιο εγχείρηµα.  

Παρατηρήθηκε ότι οι στρατηγικές που επιλέγονται στο σχήµα 4 ακολουθούνται 

συνήθως και στην αντιµετώπιση των σχηµάτων 5 και 6. Όπως µας δείχνει ο πίνακας 3 

οι µαθητές υιοθετούν µοντέλα δράσης αρκετά αποτελεσµατικά, αφού δίνεται η 

δυνατότητα αντιµετώπισης προβληµάτων µέτρησης επιφανειών σε σχήµατα όπου τα 

συνήθη σχολικά εργαλεία θα ήταν ανεπαρκή3. Ειδικότερα, όλα τα παιδιά που 

                                                           
3 Ο µεγάλος βαθµός αποτυχίας των µαθητών/τριών στην µέτρηση επιφανειών όπως των 

σχηµάτων 5 και 6 του παραρτήµατος διαπιστώθηκε και σε έρευνά µας που τα 
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επιτυγχάνουν στο σχήµα 6, ανήκουν σ' αυτούς/αυτές που επιτυγχάνουν στο 4 και/ή στο 

5 (εκτός µιας περίπτωσης). Όσοι και όσες επιτυγχάνουν στη µέτρηση της επιφάνειας 

του σχήµατος 6 ανήκουν σ' αυτούς/αυτές που χρησιµοποιούν τουλάχιστον σε ένα από 

τα σχήµατα 4 και 5 την µέθοδο του τετραγωνισµού και της απαρίθµησης, εκτός µιας 

περίπτωσης όπου το υποκείµενο, ενώ τετραγωνίζει την επιφάνεια 5 στην συνέχεια αντί 

να απαριθµήσει πολλαπλασιάζει: 5{ο αριθµός των τετραγώνων της βάσης}Χ4{ο 

αριθµός των υπόλοιπων τετραγώνων}. Τέλος, πρέπει να σηµειώσουµε ότι η αποτυχία 

των µαθητών/τριών στον υπολογισµό του εµβαδού του ορθογωνίου δεν σηµαίνει ότι 

δεν θα µπορούσαν να το υπολογίσουν µε την χρήση του τύπου, όπως φαίνεται από την 

αντιµετώπιση αντίστοιχων έργων (βλέπε στη συνέχεια το 5ο έργο). ∆είχνει απλά την 

δυσκολία των συγκεκριµένων µαθητών να επινοήσουν τρόπους για την χρήση των 

εργαλείων µέτρησης που τους προτείνονται. 

 

4ο έργο. Σχέσεις εµβαδού-περιµέτρου 

Στα πειράµατα των Piaget & Inhelder σχετικά µε την έννοια του εµβαδού 

αναφέρεται πως η τροποποίηση των τοπολογικών χαρακτηριστικών των σχηµάτων 

επηρεάζει τις κρίσεις των µαθητών/τριών σχετικά µε το εµβαδόν τους. Επιπλέον, οι 

λανθασµένες παραστάσεις των παιδιών για τις σχέσεις εµβαδού και περιµέτρου 

δηµιουργούν την πεποίθηση µιας µονοτονίας στο τρόπο αλλαγής των µεγεθών αυτών.  

Στο 4ο έργο θα πρέπει κατ' αρχήν να συγκριθούν οι περίµετροι των σχηµάτων 7 του 

παραρτήµατος Ι. Για να διευκολύνουµε τα παιδιά στον υπολογισµό της περιµέτρου 

δίνουµε ένα χάρακα µε αριθµητικές ενδείξεις. Στην συνέχεια τους ζητείται να 

συγκρίνουν τις επιφάνειες Α και Β και να υποδείξουν τρόπους  ώστε να επιτευχθεί η 

σύγκριση και να καταστεί αξιόπιστη. 

Το σχήµα Β είναι ισοδύναµο µε το Α και προκύπτει µε την τροποποίησή του, ενώ για 

τις περιµέτρους ισχύει ότι Περίµετρος (Α)<Περίµετρος (Β). 

 

Υπολογισµός της περιµέτρου: Τα αποτελέσµατα του υπολογισµού της περιµέτρου 

καταγράφονται στον πίνακα 4. 
                                                                                                                                                                          
υποκείµενά της είναι παιδιά της ΣΤ’ ∆ηµοτικού και Α’ τάξης του Γυµνασίου[Ζαχάρος, 

2000].     
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Πίνακας 4. Επιτυχίες στον υπολογισµό της περιµέτρου (Π) των σχηµάτων 7 του 

παραρτήµατος. 

 Επιτυχία Αποτυχία 

Π(Α) 16 5 

Π(Β) 6 15 

 

Είναι χαρακτηριστικό πως η αποτυχία στον υπολογισµό της περιµέτρου του σχήµατος 

Α (τέσσερα υποκείµενα) οφείλεται στην σύγχυση µεταξύ περιµέτρου και εµβαδού. Έτσι 

η περίµετρος είναι 2Χ3=6. Η αποτυχία στον υπολογισµό της περιµέτρου του σχήµατος 

Β οφείλεται στην πλειοψηφία (έντεκα υποκείµενα) στην συστηµατική παράληψη 

υπολογισµού των κάθετων ή οριζόντιων µοναδιαίων τµηµάτων, ενώ σε µία περίπτωση 

αφού µετρηθούν οι δύο διαδοχικές πλευρές χρησιµοποιείται η πολλαπλασιαστική 

µέθοδος (περίµετρος=3Χ3=9).   

Σύγκριση εµβαδών: Οι συχνότητες για τις απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις 

σχετικά µε την σύγκριση των εµβαδών παρουσιάζονται στον πίνακα 5. 

 

Πίνακας 5. Οι απαντήσεις των µαθητών στην σύγκριση των εµβαδών (Ε) 

 Ε(Α)>Ε(Β) Ε(Α)<Ε(Β) Ε(Α)=Ε(Β) ∆εν εκφράζεται άποψη 

Αρ. Μαθ. 0 8 6 7 

 

 

 

 

Η πλειοψηφία των υποκειµένων που ισχυρίζονται ότι Ε(Β)>Ε(Α) (έξι από τα οκτώ) 

στηρίζουν τον ισχυρισµό τους στη συνεπαγωγή Π(Β)>Π(Α) => Ε(Β)>Ε(Α), ενώ τα 

υπόλοιπα βασίζονται στην αισθητηριακή τους αντίληψη («είναι Ε(Β)>Ε(Α) γιατί έτσι 

φαίνεται») που ενδεχοµένως επηρεάζεται από τα τοπολογικά χαρακτηριστικά των 

σχηµάτων [Piaget, κ.ά., 1956]. Οι µαθητές που ισχυρίζονται ότι Ε(Α)=Ε(Β) βασίζουν 

τον ισχυρισµό τους στην αισθητηριακή τους αντίληψη και σε µια περίπτωση 

διαπιστώνεται ότι η επιφάνεια Β προκύπτει από τον µετασχηµατισµό του σχήµατος Α. 

Τέλος, παρατηρούµε ότι τέσσερις µαθητές και µαθήτριες συγχέουν τις έννοιες του 

16 



εµβαδού και της περιµέτρου καθώς και τις µεταξύ τους σχέσεις, γεγονός που 

καταγράφεται και σε άλλες έρευνες [πχ. Kennedy 1993, Kouba, κ.ά. 1988, Piaget, κ. ά. 

1960, Russel 1976, Tierney, κ.ά. 1990] 

 

5ο έργο. Το φυσικό περιεχόµενο της αριθµητικής έκφρασης του εµβαδού  

Στο έργο αυτό προσπαθούµε να εξακριβώσουµε αν η αριθµητική έκφραση του εµβαδού 

εµπεριέχει για τους µαθητές και µαθήτριες αυτής της εκπαιδευτικής βαθµίδας κάποιο 

φυσικό νόηµα ή όχι. Για τον λόγο αυτό σχεδιάζουµε στην διάρκεια της συνέντευξης, 

παρουσία των υποκειµένων, ένα ορθογώνιο διαστάσεων 3cmX5cm και σηµειώνουµε 

στις πλευρές του τις διαστάσεις. Ζητείται κατ' αρχήν να υπολογιστεί το εµβαδόν του 

ορθογωνίου µε την βοήθεια του τύπου που διδάχτηκαν και στην περίπτωση που τον 

αγνοούν τους τον υπενθυµίζει ο ερευνητής. Στην συνέχεια, αφού τους δείξουµε ένα 

σχεδιασµένο τετραγωνικό εκατοστό ζητείται να απαντήσουν πόσα τέτοια τετραγωνάκια 

χωράνε, κατά την άποψή τους, στην επιφάνεια του ορθογωνίου χωρίς αυτή να 

τετραγωνιστεί. 

 

Τα αποτελέσµατα στο 5ο έργο 

Από το σύνολο των υποκειµένων, επτά φαίνεται ότι δεν κατανοούν το φυσικό 

περιεχόµενο της αριθµητικής έκφρασης του εµβαδού που είναι Ε=3Χ5=15cm2 και 

δίνουν διαφορετικούς αριθµούς τετραγωνικών εκατοστών. Για παράδειγµα, δύο 

υποκείµενα θεωρούν ότι η επιφάνεια «χωράει» 3+5=8 τετραγωνάκια, δύο µετρούν 

περιµετρικά κατά µήκος των πλευρών 5+3+5+3=16 τετραγωνάκια, ενώ στις υπόλοιπες 

περιπτώσεις δεν αιτιολογούνται οι λανθασµένες απαντήσεις. Τα παιδιά αυτά ανήκουν 

στην κατηγορία αυτών που, είτε, χρησιµοποιούν την πολλαπλασιαστική µέθοδο στην 

εύρεση του εµβαδού του ορθογωνίου στα έργα 3 και 4 (πέντε υποκείµενα), είτε, 

αποτυγχάνουν στα έργα αυτά (δύο υποκείµενα).   

 

6ο έργο. Πρόσθετα διδακτικά εργαλεία: η χρήση του τετραγωνισµένου χαρτιού 

∆ιδακτικές προσεγγίσεις προτείνουν την µέτρηση επιφανειών µε την σχεδίαση 

των σχηµάτων σε dot paper ή τετραγωνισµένο χαρτί. Η προσέγγιση αυτή πιστεύεται ότι 

εξοικειώνει τους µαθητές και τις µαθήτριες µε την χρήση της µονάδας µέτρησης 
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επιφανειών και διευκολύνει στην επιτυχή µέτρηση µη κανονικών γεωµετρικών 

σχηµάτων, ιδιαίτερα εκεί που η άµεση χρήση των τύπων είναι αδύνατη.  

Τα σχήµατα 8 του παραρτήµατος Ι που χρησιµοποιούνται εδώ είναι ανάλογα µε αυτά 

που παρουσιάζονται σε ερευνητική εργασία της Κ. Hart (1981). Είναι σχεδιασµένα σε 

τετραγωνισµένο χαρτί µε τετράγωνα του ενός εκατοστού και ζητείται να υπολογιστεί το 

εµβαδόν τους. Ειδικότερα στον υπολογισµό του εµβαδού του σχήµατος ∆ µας 

ενδιαφέρει µια προσεγγιστική έκφραση του εµβαδού γι’ αυτό και δεχόµαστε ως σωστές 

τις προσεγγίσεις που παίρνουν τιµές στο διάστηµα από 8 έως 10. 

Οι επιτυχίες των µαθητών/τριών καταγράφονται στον πίνακα 6. 

 

Πίνακας 6. Οι συχνότητες των επιτυχιών και αποτυχιών στο 6ο έργο 

 Επιτυχία Αποτυχία 

Σχήµα 8Α 18 3 

Σχήµα 8Β 18 3 

Σχήµα 8Γ 19 2 

Σχήµα 8∆ 17 4 

 

 

Μια πρώτη παρατήρηση που προκύπτει από τα δεδοµένα του πίνακα 6 είναι ο µεγάλος 

αριθµός των επιτυχιών των µαθητών. Ειδικότερα για το σχήµα 8Α έχουµε περισσότερες 

επιτυχίες από αυτές  του αντίστοιχου σχήµατος 6 του τρίτου έργου. Γενικά οι µαθητές 

που ανταποκρίνονται στο πρώτο έργο, συνήθως, ανταποκρίνονται και στα υπόλοιπα. Η 

συνήθης στρατηγική που ακολουθείται εδώ είναι η πρόσθεση των ακεραίων 

τετραγώνων και στην συνέχεια η πρόσθεση δύο µισών που δίνουν µια ακέραια µονάδα. 

Το πρόβληµα που αντιµετωπίζει η πλειοψηφία των µαθητών/τριών είναι στην 

αριθµητική καταγραφή της µισής µονάδας. Έτσι άλλες φορές χρησιµοποιούν την 

ολογραφική καταγραφή και γράφουν, για παράδειγµα, «13µισό», ενώ άλλες φορές 

προσφεύγουν στη βοήθεια του ερευνητή για την επιλογή του συµβολισµού. 

 

Η στρατηγική Ε=µήκοςΧπλάτος 

Στην διδασκαλία της γεωµετρίας είναι συνήθης η χρήση «κανονικών» 

γεωµετρικών σχηµάτων  όπως, για παράδειγµα, του τετραγώνου και του ορθογωνίου. 
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Στην µέτρηση της επιφάνειάς τους, σύµφωνα µε τις κυρίαρχες διδακτικές πρακτικές, 

δίνεται έµφαση στο υπολογιστικό µέρος µε την χρήση των σχετικών τύπων, γεγονός 

που υποβαθµίζει τα εννοιολογικά χαρακτηριστικά της διαδικασίας της µέτρησης. Η 

τάση αυτή της «αριθµητικοποίησης» των γεωµετρικών εννοιών που περιγράψαµε και 

στο θεωρητικό µας πλαίσιο, όπου το εµβαδόν προσδιορίζεται ως το γινόµενο 

ευθυγράµµων τµηµάτων, δηµιουργεί δυσκολίες στην κατανόηση της έννοιας του 

εµβαδού και της µέτρησής του. Επιπλέον, η χρήση του χάρακα για τον υπολογισµό του 

εµβαδού επιπέδων σχηµάτων δεν κρίνεται ως η πλέον ενδεδειγµένη µέθοδος για παιδιά 

µικρών εκπαιδευτικών βαθµίδων [Battista 1982, Freudenthal 1983, Nunes, κ.ά. 1993] 

στο βαθµό που οδηγεί στην υιοθέτηση λανθασµένων στρατηγικών, όπως η γενικευµένη 

χρήση των τύπων Ε=βάσηΧύψος ή Ε=µήκοςΧπλάτος. 

Στην έρευνά µας µερικοί µαθητές και µαθήτριες χρησιµοποιούν επίµονα τον τύπο 

Ε=µήκοςΧπλάτος. Εδώ παρατηρείται µια ποικιλία στην επιλογή των µεγεθών «µήκος» 

και «πλάτος», ακόµη και στις περιπτώσεις που ένα τέτοιο εγχείρηµα είναι ιδιαίτερα 

δύσκολο λόγω της µορφής των σχηµάτων.  

Στην συνέχεια θα καταγράψουµε µερικά παραδείγµατα, ενδεικτικά των τρόπων 

εφαρµογής αυτής της  λανθασµένης στρατηγικής. 

Μια µαθήτρια εφαρµόζει την µέθοδο του πολλαπλασιασµού των µηκών σε όλα τα έργα 

όπου χρειάζεται ο υπολογισµός του εµβαδού. Για την εύρεση του εµβαδού του 

σχήµατος 6 του παραρτήµατος Ι, ενώ τετραγωνίζει την επιφάνεια, στην συνέχεια 

πολλαπλασιάζει 5{τα τετράγωνα της βάσης}Χ4 {τα τετράγωνα που αποµένουν}=20 

(σχ. 4). 

 

Σχήµα 4 

 

Εδώ φαίνεται να µη συσχετίζεται η αριθµητική έκφραση του εµβαδού µε το φυσικό 

περιεχόµενό της γιατί στην ερώτησή µας: 
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Ε: «∆ηλαδή εδώ χωράνε 20  τετραγωνάκια;» 

Υ: (µετράει) «Εννέα». 

Η ίδια µαθήτρια στο σχήµα 7B του παραρτήµατος, αφού µετρήσει µε τον χάρακα τις 

δυο κάθετες πλευρές βρίσκει 3Χ3=9 τ.ε. (σχ. 5). 

 

Σχήµα 5 

 

Ένας µαθητής, που χρησιµοποιεί επίσης πολλαπλασιαστικές µεθόδους για το σχήµα 6 

του παραρτήµατος Ι βρίσκει Ε=2{το ύψος}Χ5{η βάση}=10 (σχ. 6). 

 

Σχήµα 5 

 

Σχήµα 6 
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Ο µαθητής του προηγούµενου παραδείγµατος αφού τετραγωνίσει το σχήµα 6 του 

παραρτήµατος Ι, µε την βοήθεια του τετραγωνικού προτύπου βρίσκει: 2{το ύψος}Χ3{η 

βάση}=6 τ.ε. (σχ. 7). 

 

Σχήµα 7 

 

Τέλος, ο ίδιος µαθητής για τα σχήµατα 7, ενώ ισχυρίζεται πως φαίνονται να έχουν την 

ίδια επιφάνεια, για το Α βρίσκει 6 τ.ε. και για το Β βρίσκει 3Χ3=9 τ.ε. Στην ερώτησή 

µας, «πόσα τετραγωνάκια νοµίζεις πως χωράνε µέσα στο σχήµα αυτό (το Β);», απαντάει 

«δέκα». 

Είναι χαρακτηριστικό ότι οι πολλαπλασιαστικές µέθοδοι συνήθως συνοδεύονται από 

µια ελλιπή κατανόηση του φυσικού περιεχοµένου της αριθµητικής έκφρασης του 

εµβαδού. Έτσι ο  προηγούµενος µαθητής, ενώ στην περίπτωση του ορθογωνίου του 

πέµπτου έργου, βρίσκει σωστά ότι το εµβαδόν του είναι 3Χ5=15 τ.ε., όταν ερωτάται 

πόσα κατά την άποψή του τετραγωνάκια πλευράς ενός εκατοστού χωράνε στην 

επιφάνεια αυτή, απαντάει,  «δέκα τετραγωνάκια»!   

 

4. ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

 

Επιχειρήσαµε εδώ να διερευνήσουµε την διδακτική συνεισφορά µιας 

προσέγγισης της έννοιας του εµβαδού και της µέτρησης επιφανειών, που δίνει έµφαση 

στα εννοιολογικά χαρακτηριστικά των εννοιών αυτών. ∆ιαπιστώθηκε:  

i. Oτι τα προτεινόµενα εργαλεία µέτρησης, «υποδεικνύουν» τρόπους δουλειάς και 

επηρεάζουν την οργάνωση της δραστηριότητας των µαθητών/τριών. 

ii. H θετική συµβολή της διαδικασίας µέτρησης επιφανειών µε επίθεση (επικάλυψη). 

Επιµείναµε σε µετρικά και ποιοτικά χαρακτηριστικά της διαδικασίας της µέτρησης. Οι 

µαθητές/τριες µπόρεσαν να ανταποκριθούν σε ένα ικανοποιητικό βαθµό σε 
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προβλήµατα µέτρησης επιφανειών που η δυσκολία τους υπερβαίνει τις δυνατότητες 

αντιµετώπισής τους µε τα συνήθη σχολικά εργαλεία.  

Από την άλλη, διαπιστώθηκε µια επιµονή των µαθητών και µαθητριών που 

αποτυγχάνουν στη χρήση στρατηγικών που η γενίκευσή τους οδηγεί σε αποτυχία. Οι 

στρατηγικές αυτές, που σχετίζονται µε κάποιες κυρίαρχες σχολικές πρακτικές, 

παίρνουν τα χαρακτηριστικά ενός διδακτικού «εµποδίου»4.  Η επισήµανση και η 

µελέτη των στρατηγικών αυτών που οδηγούν συχνά σε αποτυχία µπορεί να µας 

βοηθήσει ώστε να συνάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα για τις παιδαγωγικές 

στρατηγικές µέτρησης του εµβαδού επιπέδων σχηµάτων [Bosari 1994]. Βέβαια, η 

θετική συµβολή των «εργαλείων» που προτείνονται για την αντιµετώπιση των 

συγκεκριµένων έργων, δεν µας επιτρέπει ούτε να γενικεύσουµε την 

αποτελεσµατικότητα της δράσης τους, αλλά, ούτε και να αµφισβητήσουµε την 

σπουδαιότητα των παραδοσιακών τεχνικών µέτρησης που οικειοποιούνται οι 

µαθητές/τριες κατά την διδασκαλία των µαθηµατικών. Πρόθεσή µας ήταν να 

συνεισφέρουµε σε µια προσπάθεια που γίνεται στο χώρο της µαθηµατικής παιδείας να 

γίνουν τα µαθηµατικά περισσότερο κατανοητά και οικεία, ειδικότερα στα θέµατα της 

σύγκρισης και µέτρησης επιφανειών που µας απασχόλησαν στη παρούσα έρευνα.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΙ 

(Περιέχει δραστηριότητες που έγιναν στη διάρκεια της «διδασκαλίας»)  
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Σχήµα 1α 

 

Σχήµα 1β 

 

 

Σχήµα 1γ 

 

 

Σύγκριση των επιφανειών µε ανάλυση και ανασύνθεση  

Ζητείται από τους/τις µαθητές/τριες να συγκρίνουν τις επιφάνειες των σχηµάτων 1α, 1β 

και 1γ.  

Σχήµα 1 

 

 

Σχήµα 2α 
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Σχήµα 2β 

Σχήµα 2γ 

 

 

Μέτρηση µε τη διαδικασία της επικάλυψης  

Ζητείται να υπολογιστούν πόσα καρτελάκια των σχηµάτων 2α, 2β και 2γ χωράνε στις 

αντίστοιχες επιφάνειες. 

Σχήµα 2 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 3α 
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Σχήµα 3β 

 

Σχήµα 3γ 

 

 

Σχέσεις Περιµέτρου-Εµβαδού 

Με τα µοντέλα των σχηµάτων 3 ή αντίστοιχες εύκαµπτες µεταλλικές κατασκευές 

προσπαθούµε να παρακολουθήσουµε τις αλλαγές της περιµέτρου και του εµβαδού.  

Σχήµα 3 
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